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DEVOIR SURVEILLE

Les questions 1) a 4) suivantes sont indépendantes.

1) Calculer un développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction x — +ve* + 3.
cosx

2) Calculer un développement limité a 'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction x — Toshe
shx

3) Soit f € ¥(R,,R). On suppose que |f(x)] —— +00. Montrer que f(x) ——— +00 ou f(x) ——— —o0.
Xx — 400 X — 400

X — +00

. . 1 .
4) Soit a > 3. Montrer que la fonction x — x% cos —, est prolongeable en une fonction de classe ¢ sur R,.
x

Soit n € N* fixé une fois pour toutes. On note &, le sous-espace vectoriel Vect(t — eikf)_n<k<n du C-espace vectoriel
6 ° (R, C). Les éléments de &, sont appelés les polyndémes trigonométriques de degré au plus n.

Pour tout f € &,, on note ||f ||, la norme infinie de f calculée sur R tout entier. Pour tout P € C,[X], on note en revanche
||P||so la norme infinie de la fonction polynomiale x — P(x) calculée sur [—1, 1]. Attention de ne pas confondre les deux
notations !

1) Justifier I'existence des réels ||f || €t ||P|lco pour tous f € &, et P € C,[X].

Ce probléme est consacré a deux inégalités classiques de contrdle des dérivées :
VieZ, |If'llee S$nllflleo (inégalité de Bernstein) et VP eC,[X], IIPllec n?||Pllos (inégalité de Markov).

Partie A — Inégalité de Bernstein
2) a) Montrer que &, est stable par dérivation et translation, i.e. que pour tous f € Z, etmeR: f'€®P, et
t— f(t+m)e ..
b) Montrer que pour tout f € ,, il existe un (vrai) polynéme P € C,,[X] pour lequel f(t) = et P(e'*) pour
tout t € R.
3) Soit f € &, a valeurs réelles.
a) Montrer que |f’| posséde un maximum sur R.
On peut ainsi noter m un réel en lequel |f’| atteint son maximum et ¢ la fonction t — f'(m) sin(nt) —n f (t +m).
b) Montrer que ¢” s’annule en 0.
Raisonnant par 'absurde, on fait I'hypothése que ||f|loo > 11 ||f |l oo-
n (4n+1)m

c) En déduire que ¢ s’annule au moins 2n fois sur [2— 2
n n

d) Montrer que ¢” sannule au moins 2n fois sur 10, 27[.

[et au moins 2n fois sur [0, 27[.

e) En déduire, grice au résultat de la question 2)b), que " est la fonction nulle, puis dénicher une contradiction.
L'inégalité de Bernstein est ainsi démontrée pour les fonctions a valeurs réelles.
4) Soit f € &,. Comme en 3)a), |f’| posséde un maximum sur R et l'atteint en certain réel m. On note ensuite 6 un

réel pour lequel f'(m) = |f'(m)|e!®. Montrer que la fonction Re(e ™' f ) appartient & 2, et en déduire l'inégalité
de Bernstein :  [|f']|oo < 11lIf lloo-

Partie B — Inégalité de Markov

Soit P € C,[X] fixé une fois pour toutes. Montrer I'inégalité de Markov revient & montrer que :
Vxe[-1,1], |P'(x)| < n®||P|lco, ie.que: Vte[0,n], |P'(cost)|<n?|Pso-

. 1
On note f la fonction ¢t — P(cos t) et on pose a,, = Arcsin —.
n

5) a) Montrer que f appartient a %,, puis que pour tout t ER :  |P’(cost) sint| < n||P||c-
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b) En déduire que pour tout t € [a,, t—a,]: |P/(cost)| < n?||P||oo-

Il reste & montrer que I'inégalité |P’(cost)| < n?||P||, est vraie pour t € [0,a,[ U]m—a,, 7], mais c’est moins évident

R n||p . .
car dans I'inégalité |P/(cos t)| < ”7Ht°° de la question 5)a), le majorant tend vers +00 lorsque t tend vers O ou 7.
sin

6) a) Montrer que ||f”|loo < n?||f]loo, puis que pour tout t € R :  |f'(t)] < n?[|P|loo min{ltl, | — tl}.

. t
b) Montrer que pour tout t € [0,a,]: sint=> —.
na,

¢) En déduire que pour tout t € [0,a,[U]n —a,,7]: |P'(cost)| <na,|Plc-

d) Pourquoi le résultat de la question ¢) ne démontre-t-il pas I'inégalité de Markov? Que vaut la limite de na,
lorsque n tend vers +00 ?

On vient quand méme de montrer une sorte d’inégalité de Markov :  ||P’||o, < na,||P|lco, mais pas aussi fine.

On note a présent T, le néme polynéme de Tchebychev. On rappelle que T,(cost) = cos(nt) pour tout t € R, que T, est

2k+1
de degré n et que si on pose 6, = % pour tout k € [0,n— 17, alors T, = 2! (X —cos ;) ... (X —cos6,_;).

7) Montrer que [ 6y, 0,_,] C [a,, T —a,] en exploitant une inégalité de concavité du sinus.
D’aprés 5)b), on peut ainsi affirmer que pour tout t €[0,,0,_,]: |P’(cos t)| < n?||P||so-
8) Montrer que ||T,||cc = n2. On pourra commencer par dériver la fonction t — T, (cost).

9) On note Lg,...,L,_; les polynomes de Lagrange de cos 6,,...,cos 6,_;.

—1)k
a) Simplifier T/(cos 6;) pour tout k € [0,n— 1], puis montrer que T, = ( - )9 n (X —cos6;) Ly.
sin 0

b) En déduire que pour tout t € [0, ]~ {6q,...,0,1} :

1S5 (=1)k T (cost) L T, (cost)
P'(cost)=—» —=—"——=~ P’(cosH,) sinb et  T/(cost)= » ———"—.
( ) nkz(; cost —cos Oy ( k) k nl ) ;cost—cos@<
¢) Montrer enfin que pour tout t € [0,0,[U]0,_;,7]: |P’(cost)| < n?||P|co-

L'inégalité de Markov est démontrée.

1
10) Soient d € N* et ¢ € :| 0, Z] Notant f la fonction x — x? sur [—1,1], on suppose qu’il existe un polynéme

P e R[X] de degré n = 1 pour lequel ||f —P||oo < €.
2
a) Montrer que pourtoutx =20: e *<1—x+ XE, puis que P(1) —P (1 -

b) En déduire que n > (1 —24/¢)+d.

ZT‘/E)>(1—2\/§)d.

Réciproquement, on peut montrer qu'il existe réellement un polyndme P € R[X ] de degré environ vd pour lequel
Ilf —Plloo < e.




